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Формирование фундаментальных знаний 
по математическому моделированию 
при обучении обратным задачам 
для дифференциальных уравнений

В статье акцентируется внимание читателя на том, что осваивая теорию и мето-
дологию исследования обратных задач для дифференциальных уравнений, студен-
ты получают фундаментальные знания в области математического моделирования 
процессов и явлений. Излагаются методические подходы, позволяющие студентам 
не только освоить математические методы решения обратных задач, но и приобрести 
умения и навыки построения и анализа математических моделей обратных задач. 
Для наглядности приводятся математические модели обратных задач. 
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Математическое моделирование с использованием дифферен­
циальных уравнений является эффективным инструментом 
исследования различных процессов и явлений, происходящих 

в водной и земной среде, воздушном и космическом пространстве. Развитие 
математических методов мировой науки усиливает научно-познавательный 
потенциал таких дифференциальных математических моделей. 

Уже более полувека в России и за рубежом активно развивается теория об-
ратных задач для дифференциальных уравнений (см., например, [2–4; 6; 15–19]), 
являющаяся одной из научных областей современной прикладной математики. 
В настоящее время в некоторых российских вузах для студентов физико-мате-
матических и естественнонаучных направлений подготовки преподаются учеб-
ные курсы по выбору, посвященные обратным задачам для дифференциальных 
уравнений (см., например, [2–12; 20]).

Обучение студентов глубоким знаниям в области обратных задач для диф-
ференциальных уравнений является сейчас одной из актуальных задач систе-
мы высшего математического образования. Необходимость эта связана прежде 
всего с потребностями практики. С каждым годом обнаруживается все боль-
шее количество приложений обратных задач. Такие задачи сейчас возникают 
практически во всех областях естествознания: геофизике, астрономии, ядер-
ной физике, химии, биологии и т. д. К необходимости решения обратных за-
дач для дифференциальных уравнений приводят проблемы неразрушающе-
го контроля промышленных изделий, медицинской диагностики, изучения 
новых свойств материалов.
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При обучении студентов обратным задачам для дифференциальных урав-
нений большое внимание уделяется не только математическим методам ре-
шения обратных задач, но и построению и анализу самих математических 
моделей обратных задач, приведению их к виду, удобному для исследования.

Пример 1. Рассматривается прямолинейный проводник (вытянутый 
по оси х), у которого емкость С, омическое сопротивление R и индуктив-
ность L — постоянны, а утечка изоляции проводника G (x) моделируется не-
прерывной функцией точки x. При подключении этого проводника к перемен-
ному напряжению V (x, t), по нему начинает течь переменный ток j (x, t) [16].

Известно, что в этом случае процесс распространения электрических ко-
лебаний в таком проводнике моделируется двумя дифференциальными урав-
нениями в частных производных первого порядка:

.0    ),(   ),(   ),(

,0   ),( )(  ),(   ),( 

=+
∂

∂
+

∂
∂

=+
∂

∂
+

∂
∂

txjR
t

txjL
x

txV

txVxG
t

txVC
x

txjC
 	 (1)

Студентам сообщается о том, что с практической точки зрения большой 
интерес представляет вычисление утечки изоляции G (x) данного проводника.

Прежде чем сформулировать обратную задачу вычисления неизвестной 
функции G (x) из дифференциальных уравнений (1), целесообразно преоб-
разовать эти дифференциальные уравнения в частных производных первого 
порядка в гиперболическое уравнение, так как для обратных задач для гипер-
болических уравнений разработаны эффективные методы их решения. Такое 
уравнение можно получить, если продифференцировать первое уравнение в (1) 
по переменной t и умножить на константу L, а второе уравнение в (1) продиффе-
ренцировать по переменной x и затем сложить полученные равенства:

, ))((   )(         2

2

2

2

Vxag
t
Vxa

x
V

t
VCL +

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂  	 (2)

где
a (x) = –[RC + LG (x)], g (a (x)) = (R / L) [a (x) + rc]. 	 (3)

Заметим, что неизвестная функция G (x) в силу условных обозначений 
вошла в состав функции a (x).

Студентам поясняется, что уравнение (2) еще не является математической 
моделью, описывающей распространение электрических колебаний в прямо-
линейном проводнике, когда по нему течет переменный ток. Еще необходи-
мо сформулировать краевые условия, т. е. начальные и граничные условия. 
Студентам поясняется, что, так как процесс распространения электрических 
колебаний инициирован импульсным источником, то в качестве начального 
условия естественно взять данные Коши вида  

V |t < 0 ≡ 0.	 (4)
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При формировании граничного условия студентам объясняется, что 
необходимо учесть наличие импульсного источника, который хорошо моде-
лируется обобщенными функциями, в частности дельта-функцией Дирака. 
Таким граничным условием может быть условие вида

Vx (0, t) = δ (t),	 (5)

где δ (t) — дельта-функция Дирака.
Таким образом, сформирована математическая модель (2)–(5), описываю-

щая распространение электрических колебаний в прямолинейном проводни-
ке, которая в теории обратных задач называется прямой задачей для диффе-
ренциального уравнения. 

Для математической постановки обратной задачи вычисления неизвест-
ной функции a (x), необходимо сформулировать дополнительную информа-
цию о решении прямой задачи (2)–(5). Такой дополнительной информацией 
может являться информация вида 

V (0, t) = f (t), t ≥ 0.	 (6)

Приведем математическую постановку обратной задачи. Из дифферен­
циального уравнения (2) при начальных и граничных условиях (4), (5) опре-
делить неизвестную функцию a (x) в области x ≥ 0 при условии, что известна 
дополнительная информация вида (6). Сформулированная обратная задача 
исследована В.Г. Романовым [16]. 

Пример 2. Осознание физического смысла прикладных задач, исследуе­
мых при помощи математических моделей обратных задач, является важным 
аспектом теории и методологии обратных задач. На учебных занятиях на это 
обстоятельство обращается большое внимание. Студентам доводятся сведе-
ния о том, что без глубокого анализа физической модели можно допустить 
ошибку при формировании математической модели обратной задачи для диф-
ференциального уравнения и в дальнейшем по полученным результатам 
сделать ошибочные логические выводы прикладного характера.

В качестве примера рассмотрим один из разделов содержания обучения обрат-
ным задачам, посвященный обратным задачам для системы уравнений Максвелла. 

Рассматривается система уравнений Максвелла (см., например, [4; 12; 13; 
17; 18])
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диэлектрическая проницаемость среды, магнитная проницаемость среды 

и проводимость среды соответственно; ( )  ,  ,      
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Рассмотрим известную физическую модель среды, в которой поверхность 
Земли считается плоской, а физическое пространство R3 переменных x, y, z 
состоит из воздушного пространства { }  0      ,       ,        3 
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 >∈∈=+ zRyRxR  которые разделяются плоскостью z = 0.
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Будем полагать, что в физической модели среда является изотропной 
и однородной (коэффициенты ε, μ, σ уравнений (7) — постоянны). В этом 

случае из уравнений Максвелла (7) при помощи операций )  ( 
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Студентам поясняется, что c учетом глубокого анализа физического смыс-
ла исследуемой прикладной задачи при формулировке обратных задач для си-
стемы уравнений Максвелла (7)–(9) возможны различные обратные задачи 
для дифференциальных уравнений разных типов. 

Например, предположим, что у земной среды достаточно большая про-
водимость (σ ≠ 0). Тогда известно (см., например, [13: с. 208]), что значение 
плотности тока проводимости намного превышает значение плотности тока 
смещения. В случае если не учитывать значение плотности тока смещения, 
то дифференциальные уравнения (10), (11) будут являться параболическими 
уравнениями. Теперь пусть значение плотности тока проводника в земной 
среде намного меньше, чем значение плотности тока смещения (см., напри-
мер, [13: с. 208]).  И если здесь совсем не учитывать значение тока прово-
димости (σ = 0), то дифференциальные уравнения (10), (11) будут являться 
гиперболическими уравнениями.

Проводя подобный анализ физических аспектов прикладных задач, иссле­
дуемых с помощью математических моделей обратных задач, студенты фор-
мируют фундаментальные знания как в области теории и методологии обрат-
ных задач для дифференциальных уравнений, так и в области математическо-
го моделирования процессов и явлений. 

В заключение отметим, что современная педагогическая наука должна 
пополняться обоснованными подходами, практическое применение которых 
позволяло бы повысить качество и педагогическую эффективность обуче-
ния обратным задачам для дифференциальных уравнений студентов высших 
учебных заведений физико-математических и естественнонаучных направле-
ний подготовки.
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V.S. Kornilov

Formation of Fundamental Knowledge on Mathematical Modeling 
in Training Reverse Problems for Differential Equations

The article emphasizes the reader's attention to the fact that mastering the theory 
and methodology of studying inverse problems for differential equations, students get 
fundamental knowledge in the field of mathematical modeling of processes and phenomena. 
Methodological approaches that enable students not only to master mathematical methods 
for solving inverse problems, but also to acquire abilities and skills in constructing 
and analyzing mathematical models of inverse problems. For clarity, mathematical models 
of inverse problems are given.

Keywords: mathematical modeling; teaching inverse problems for differential 
equations; applied mathematics; student.


