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Формирование фундаментальных знаний 
будущих учителей информатики 
и математики по функциональному 
анализу при обучении обратным 
задачам математической физики

В статье обращается внимание на роль обучения будущих учителей информати-
ки и математики обратным задачам математической физики в формировании фунда-
ментальных знаний в области функционального анализа. Приводится пример поста-
новки учебной обратной задачи математической физики. Формулируются теоремы 
локальной разрешимости  обратной задачи. Делаются выводы о полученных знаниях 
будущих учителей информатики и математики в процессе такого обучения. 
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В процессе обучения будущие учителя информатики и математики 
осваивают различные математические дисциплины, такие как ма-
тематический анализ, обыкновенные дифференциальные уравне-

ния, уравнения математической физики и другие математические дисципли-
ны, в том числе одну из важных и трудных математических тем — элементы 
функционального анализа. Функциональный анализ сформировался в начале 
XX века в результате обобщения различных понятий и методов математи-
ческого анализа, алгебры и геометрии, является одним из важных разделов 
совре менной математики и в настоящее время находит обширные применения 
во многих областях естествознания, в том числе — в математической физике. 
Фундаментальное значение в функциональном анализе отводится понятию 
оператора — обобщению понятия функции. Исследование общей теории опе-
раторов и является основным содержанием функционального анализа. Сущест
венный вклад в создание и развитие функционального анализа внесли исследо-
вания П.С. Александрова, С. Банаха, О.В. Бесова, С. Бохнера, И.М. Гельфанда, 
Д. Гильберта, К. Т.В. Вейерштрасса, К. Иосиды, Л.В. Канторовича, А.Н. Кол-
могорова, С.В. Ковалевской, Ж.Л. Лагранжа, Н.Н. Лузина, Л.А. Люстерника, 
Ф. Риса, В.И. Смирнова, С.Л. Соболева, Л. Хёрмандера, Л. Шварца, Г.Е. Шило-
ва и других ученых [2; 4; 6; 7; 17–19; 23].

В процессе обучения элементам функционального анализа будущие учи-
теля информатики и математики знакомятся с конечномерными и бесконеч-
номерными эвклидовыми пространствами, метрическими, нормированными, 
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гильбертовыми, банаховыми пространствами, непрерывными операторами 
в метрических пространствах, линейными операторами, линейными функ-
ционалами, принципом сжатых отображений и другими элементами функ-
ционального анализа. Знакомятся с такими определениями и понятиями, как 
обобщенная функция, обобщенная производная, норма обобщенной функции, 
регуляризация обобщенной функции, обобщенное решение дифференциаль-
ного уравнения, неподвижная точка, компактность, сходимость и другими 
понятиями и определениями элементов функционального анализа. Учат-
ся произ водить оценки производных от обобщенных функций в различных 
нормах функциональных пространств, применять метод последовательных 
прибли жений и др. 

Как известно, одним из эффективных методов исследования окружающе-
го мира является моделирование процессов и явлений при помощи матема-
тических моделей. Как правило, такие математические модели используют 
уравнения математической физики. С практической точки зрения здесь боль-
шой интерес представляют обратные задачи математической физики, теория 
которых является одной из современных областей прикладной математики. 
Обратные задачи математической физики с философской точки зрения — за-
дачи определения неизвестных причин по известным следствиям, и поиски их 
решения обладают большим познавательным потенциалом. 

Фундаментальный вклад в развитие теории обратных задач математиче-
ской физики внесли исследования А.С. Алексеева, А.В. Баева, А.Л. Бухгейма, 
А.В. Гончарского, В.В. Васина, А.О. Ватульяна, С.И. Кабанихина, М.Г. Крей-
на, М.М. Лаврентьева, А.И. Прилепко, В.Г. Романова, А.Н. Тихонова, В.Г. Яхно 
и других ученых [3; 5; 8; 10; 13; 20–22; 24].

В настоящее время в некоторых российских вузах, в том числе и в педвузах, 
для студентов естественнонаучных направлений подготовки, для будущих 
учителей информатики и математики преподаются курсы по выбору, посвя-
щенные обратным задачам математической физики. В зависимости от про-
фессиональной направленности подготовки таких студентов [1] формируется 
содержание этих курсов. В ходе обучения студентами изучаются обратные 
задачи определения коэффициентов или неоднородных частей уравнения 
математической физики, определение граничных условий математической 
модели обратной задачи и другие обратные задачи математической физики. 
Подобные обратные задачи могут рассматриваться для различных уравнений 
математической физики, среди которых гиперболические, параболические, 
эллиптические, квазилинейные, смешанные и другие уравнения математиче-
ской физики. Искомые функции могут зависеть как от одной, так и от многих 
переменных и могут принадлежать различным функциональным простран-
ствам. В зависимости от рассматриваемых математических и геофизических 
моделей, подобные обратные задачи могут быть одномерными или многомер-
ными, все они обладают своими математическими особенностями и являют-
ся, как правило, некорректными. 
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Отмеченные обстоятельства в значительной степени определяют выбор 
методов нахождения решения и доказательства корректности (условной кор-
ректности) обратной задачи математической физики. В процессе исследова-
ния обратных задач математической физики широко применяется математи-
ческий и функциональный анализ, алгебра и геометрия, методы интегральных 
уравнений, методы дифференциального исчисления, методы математической 
физики, оптимизационные методы, численные методы и другие методы при-
кладной и вычислительной математики. Очевидно, что наличие у студентов 
базовых знаний в вышеотмеченных предметных областях в значительной сте-
пени определит эффективность обучения обратным задачам математической 
физики. 

Следует отметить, что в процессе такого обучения будущие учителя ин-
форматики и математики не только осваивают математические методы и при-
обретают навыки их применения при исследовании обратных задач матема-
тической физики, но и формируют фундаментальные знания по различным 
предметным областям, в том числе — по функциональному анализу. 

Приведем практический пример и сформулируем постановку много-
мерной обратной задачи для гиперболического уравнения, которая входит 
в содержание обучения обратным задачам математической физики [8–10]. 
Но прежде приведем два определения, выпишем оценки обобщенных произ-
водных Dα от обобщенной функции φ (x), x ∈ Rn в норме аналитических функ-
ций в банаховом пространстве As, s > 0 и укажем некоторые свойства sнормы. 
Эти сведения нам в дальнейшем понадобятся.

Определение 1. Функция φ (x) ∈ As, x ∈ R, s > 0, если она представима 
степенным рядом
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Определение 2. Функция φ (x) ∈ As, x ∈ Rn, s > 0, если ее можно разложить 
в ряд Фурье
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В (1) через Nn обозначено множество всех точек пространства Rn с цело-
численными координатами.
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sнорма обладает свойствами, среди них:
1) если ,       ,      2 1 ss AA ∈ϕ∈ϕ  то sss
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Постановка многомерной обратной задачи. Пусть справедлива серия 
дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка ги-
перболического типа 
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и граничными условиями
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В (10)–(12) )( , )( ),,,(    21
) () ( xgxgtzxUU kk =  — известные функции, )( tδ′  — 

производная от обобщенной дельтафункции Дирака.
От будущих учителей информатики и математики требуется из соотноше-

ний (10)–(12) вычислить неизвестные функции ),( , ),(  , 2 ,1      , ),,() ( zxbzxaktzxU k =  
),( , ),(  , 2 ,1      , ),,() ( zxbzxaktzxU k =  при условии, что известна дополнительная информация о решении прямой 

задачи (10)–(12) вида
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В (13) 2 ,1      , ),( =ktxfk  — известные функции.
Также следует доказать локальную разрешимость этой многомерной обратной 

задачи. Для нахождения решения многомерной обратной задачи (10)–(12) необхо-
димо применить усовершенствованный В.Г. Романовым метод шкал банаховых 
пространств аналитических функций [21–22].
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Для решения поставленной многомерной обратной задачи студенты вводят 
в рассмотрение банахово пространство As, s > 0 аналитических функций φ (x), 
x ∈ R согласно (1) обладающих конечной нормой (2); делают предположе-
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функции аргумента x являются элементами банахова пространства аналити-
ческих функций 0    , 00

>sAs  и являются непрерывными функциями аргумента 
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В (14) у функции gk верхний индекс определяет производную, R0 — по-
ложительная константа.

Также студенты предполагают, что функции a (x, z), b (x, z) при фиксиро-
ванном значении аргумента z принадлежат банахову пространству 0    , 00

>sAs  и яв

ляются непрерывными функциями по аргументу 
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Так как многомерная обратная задача (10)–(13) сформулирована в обоб-
щенной постановке, то студенты должны понимать, что целесообразно выде-
лить сингулярную часть из решения прямой задачи по формуле:
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Функции 2 ,1       ,   , )  () ( =βα kkk , входящие в (15), студенты находят при по-
мощи метода выделения особенностей [17]. Более того, они выявляют тот 
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а также вычисляют необходимое условие разрешимости данной многомерной 
обратной задачи, которое имеет вид:
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В результате, студенты формулируют следующую многомерную обрат-
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В дальнейшем они строят систему интегродифференциальных уравне-
ний вида 
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Студенты должны понимать, что так как в построенной системе (20)–(21) 
в интегральных слагаемых находятся производные от функций U ( k ), то для дока-
зательства локальной разрешимости рассматриваемой многомерной обратной за-
дачи целесообразно использовать банахово пространство As, s > 0 аналитических 
по переменной x функций и применить свойства sнормы (5)–(9), согласно кото-
рым возможно оценить норму производных функций U ( k ) нормой функций U ( k ). 
И в результате получить замкнутую систему соответствующих неравенств.  

В дальнейшем, применяя рациональные рассуждения, теорему Банаха, 
усовершенствованный В.Г. Романовым метод шкал банаховых пространств 
аналитических функций, методы математической физики, методы функцио-
нального анализа, студенты доказывают вышеотмеченные теоремы, которые 
мы приведем без доказательства [11; 14–16].

Теорема 1. Пусть gk (x), fk (x, t), k = 1, 2 удовлетворяют предположе ниям, сде-

ланным выше, и условиям (14), (16). Тогда ( )00 ,0  : 
2
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Рассмотрим множество Ф всех пар функций ( fk, gk, k = 1, 2), являющихся 
элементами 0    , 00

>sAs  непрерывных по t ∈ (0, T) и для которых выполнены 
соотношения (14), (16) при известном значении константы R0. 

Теорема 2. Пусть ( ) ( ) .  2 ,1   , , ,  2 ,1   , , Φ∈=Φ∈= kgfkgf kkkk  Тогда для отве-

чающих им решений ( ) ( )2 ,1   , , , 2 ,1   , , )  ()  ()  ()  ( == kaUkaU kkkk  системы уравне-
ний (20)–(21) справедливы неравенства:
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В процессе исследования данной многомерной обратной задачи будущие 
учителя информатики и математики оперируют такими базовыми понятиями 
функционального анализа, как аналитическая функция, обобщенная функция, 
банахово пространство аналитических функций, другими понятиями функ
ционального анализа. Используют принцип сжимающих отображений, свой-
ства норм в банаховом пространстве аналитических функций, доказывают 
сходимость функциональных рядов, применяют другие методы функциональ-
ного анализа. 

В завершение исследования многомерной обратной задачи студенты ана-
лизируют полученные результаты и делают логические выводы прикладного 
и гуманитарного характера [12; 16; 25]. Очевидно, что в процессе обучения 
обратным задачам математической физики будущие учителя информатики 
и математики осваивают не только методы и приемы исследования различных 
обратных задач, но и приобретают новые фундаментальные знания и фор-
мируют профессиональные компетенции в области прикладной математики, 
в том числе и по функциональному анализу, нарабатывают навыки исследо-
вания корректности математических моделей обратных задач и логического 
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анализа полученных результатов исследования прикладных математических 
задач.

Кроме того, в процессе такого обучения студенты осмысливают такие 
важные понятия, как информация, формализация, универсальность, коррект-
ность математической модели, ее познавательный потенциал, а также осваи-
вают эффективное средство получения, обработки и анализа разнообразной 
информации в виде математических методов теории обратных задач.
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V.S. Kornilov

Formation of the Fundamental Knowledge of the Future Teachers 
of Informatics and Mathematics on Functional Analysis 
at Teaching Inverse Problems of Mathematical Physics

The article draws attention to the role of teaching future teachers of computer science 
and mathematics inverse problems of mathematical physics in the formation of funda-
mental knowledge in the field of functional analysis. The author gives an example of for-
mulation of the teaching inverse problem of mathematical physics. The author formulates 
theorem of the local solvability of the inverse problem. The author makes the conclusions 
of the acquired knowledge of the future teachers of computer science and mathematics 
in the process of such training.

Keywords: teaching inverse problems of mathematical physics; functional analysis; 
Applied Mathematics; teachers of computer science and mathematics.


