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В статье излагаются вычислительные алгоритмы решения некоторых обратных 
задач для обыкновенных дифференциальных уравнений, которые входят в содержа-
ние обучения студентов физико-математических направлений подготовки. Приводят-
ся результаты расчетов численных решений соответствующих обратных задач в си-
стеме компьютерной математики Mathсad.
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В настоящее время в некоторых вузах для бакалавров и магист рантов, 
обучающихся по направлениям подготовки 010400 «Приклад ная 
математика и информатика», 010100 «Математика», 010200 «Мате-

матика и компьютерные науки» и другим направлениям подготовки, препо-
даются курсы по выбору, посвященные обратным задачам для дифферен-
циальных уравнений, содержание которых формируется на основе теории 
и практики обратных задач математической физики — одного из направле-
ний приклад ной математики. Фундаментальный вклад в создание теории 
обрат ных задач математической физики внесли работы В.А. Амбарцумяна, 
М.Г. Крейна, М.М. Лаврентьева, Б.М. Левитана, А.И. Прилепко, В.Г. Романова, 
А.Н. Тихонова и других ученых. В настоящее время это направление приклад-
ной математики развивается в исследованиях А.В. Баева, М.И. Белише-
ва, П.Н. Вабишевича, А.О. Ватульяна, А.М. Денисова, С.И. Кабанихина, 
Е.В. Корчагиной, А.В. Полякова, В.Г. Романова, В.С. Сизикова, Ю.М. Сиро-
ты, Ю.М. Тимофеева, Г.В. Хромовой, В.Г. Чередниченко, В.Б. Черепенникова, 
В.А. Юрко, В.Г. Яхно и других ученых (см., например, [1–3, 6, 9, 10, 16, 20, 
22, 23, 25, 26, 28]). 

В процессе обучения обратным задачам на лабораторных занятиях в ком-
пьютерных классах студенты в процессе решения обратных задач применяют 
компьютерные технологии, среди которых системы компьютерной математики 
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(Maple, Mathematica, Mathcad, Matlab и др.), которые в настоящее время ши-
роко используются в вузовском образовании (см., например, [8, 11–15, 21, 
23, 27]) и позволяют реализовать дидактические принципы обучения. Подоб-
ные лабораторные занятия по обратным задачам интегрируют теоретико-ме-
тодологические знания, практические умения и навыки студентов, которые 
в данном случае выступают в роли исследователей обратных задач для диф-
ференциальных уравнений. 

Один из разделов содержания обучения обратным задачам для диффе-
ренциальных уравнений посвящен обратным задачам для обыкновенных 
диф ференциальных уравнений и включает такие обратные задачи, как обрат-
ные задачи определения коэффициентов линейных и нелинейных дифферен-
циальных уравнений, обратные задачи определения правой части диффе-
ренциальных уравнений, обратные задачи теории рассеяния, обратные за-
дачи вариационного исчисления. При обучении студентов обратным задачам 
для обыкновенных дифференциальных уравнений большое внимание уде-
ляется приближенным методам их решения, так как разработка и использова-
ние этих методов является важнейшим аспектом развития теории и практики 
обратных задач математической физики. Это обстоятельство связано с тем, что 
обратные задачи имеют некоторые математические особенности. Одна из та-
ких особенностей — нелинейность, которая, как правило, не позво ляет полу-
чить точное решение обратной задачи в виде формулы. Методика исследова-
ния обратных задач предполагает поэтапное исследование свойств решения 
соответствующей прямой задачи, а затем — обратной. Как правило, строится 
замкнутая система уравнений обратной задачи в виде интегро-дифференци-
альных уравнений, которая может быть решена при помощи итера ционных 
процессов, включающих в себя многократное решение соответ ствующих пря-
мых задач. В этой ситуации численные методы выступают в качестве эффек-
тивных методов исследования обратных задач. 

Основы численных методов решения обратных задач были заложены 
фундаментальными работами А.С. Алексеева, А.Л. Бухгейма, П.Н. Вабише-
вича, В.И. Дмитриева, С.И. Кабанихина, М.М. Лаврентьева, В.Г. Романова, 
А.А. Самарского, В.Г. Яхно и других ученых и в настоящее время приме-
няются многими авторами при исследовании широкого круга обратных задач, 
в том числе обратных задач для обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (см., напри мер, [9, 20, 22, 23, 27]). 

В процессе обучения обратным задачам для обыкновенных дифферен-
циальных уравнений студенты находят приближенные решения обратных за-
дач при помощи вычислительных алгоритмов и используют компьютерные 
технологии для их реализации. Изложим несколько, вошедших в содержание 
такого обучения, конечно-разностных алгоритмов решения обратных задач 
для обыкновенных дифференциальных уравнений, реализованных в системе 
компьютерной математики Mathcad. 
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Обратная задача 1. Дано обыкновенное дифференциальное уравнение 
второго порядка с неизвестным коэффициентом
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удовлетворяющее начальным условиям:
.    , 0    ),(,1    ),( Ryy ∈α=αα′=αα   (2)

В (1)–(2) x — независимая переменная, α — числовой параметр.
От студентов требуется по заданной дополнительной информации о решении 

задачи в уравнениях (1)–(2) при фиксированном значении переменной x = x*
, )(    ), *( αϕ=αxy   (3) 

вычислить неизвестный коэффициент a (x) и найти решение y = y (x, α).
При рассмотрении обратной задачи 1, до студентов доводятся сведения 

о том, что уравнение (1), которое в литературе встречается под названием 
уравнения Хилла [24], используется в геофизике, электродинамике, в волно-
вых процессах, гармонических колебаниях и др. Вопросами корректности ре-
шения прямой задачи для этого уравнения в свое время занимались А.М. Ля-
пунов, Н.Е. Жуковский, М.Г. Крейн, Ж. Борг, В.М. Старжимский, В.А. Якубо-
вич и другие ученые. 

Кроме того, уравнение Хилла (1), при помощи введения новой функции

) ,(
 ) ,(     ) ,(

α
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=α
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xyxU ,

может быть сведено к уравнению Риккати
. )(         2 xaUU −=+′  

Существование и единственность решения обратной задачи (1)–(3) иссле-
дованы в работе [2]. 

Построение конечно-разностного алгоритма нахождения приближенного 
решения обратной задачи студенты начинают с того, что непрерывную об-
ласть изменения аргументов x, α заменяют дискретным множеством =)(hD   
{ } . 0 , ,,, :),( >−=−== hnninnkhihk  Затем в узлах (k, i), nnik ,, −=  введен-

ной области D (h) определяют сеточные функции целочисленных аргумен-
тов ik

i
k iakavikv ϕ=ϕ==   )(  ,   )(  , ),(  и значения функций )(, )(, ),( ikik xaxy αϕα  

)(, )(, ),( ikik xaxy αϕα  в них заменяют соответствующими значениями сеточных функ- 
ций .,, ik

i
k av ϕ

После чего соотношения (1)–(3) студенты заменяют конечно-разностны-
ми соотношениями:
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, ,, 0 nniv i
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из которых требуется определить неизвестные сеточные функции { } { } . ,   ,   ,   , nnikav k
i
k −= 

{ } { } . ,   ,   ,   , nnikav k
i
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Изложим вычислительный алгоритм их нахождения. Введем обозначе-
ние: 2 – ak h2 = ck. Положив в (4) i = k и учитывая (5)–(6), определим выражения 
для ck:

при k < 0: ,2 1
k
kk vc +=   (8)

при k > 0: .2 1
k
kk vc −=   (9)

Рассмотрим случай k > 0. Полагая в (9) i = k = 1, найдем .2 11 ϕ=c  При i = 

= k = 2 имеем ,2 2
12 vc =  где 2

1v  определяется из соотношений (4)–(5) при i = 2, 
k = 1.
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Для определения каждого из следующих значений ck, ,,3 nk =  необходимо 

предварительно найти .1,1 ,,3 , −== iknivi
k  Для этого имеем трехточечные за-

дачи с краевыми условиями, которые могут быть решены методом прогонки:
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Аналогично могут быть найдены и значения ck при k < 0. Это потребует 
предварительного определения .1,1  ,,1 , −−=−−= iknivi

k

Для нахождения c0 может быть использовано соотношение ,)(lim
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представленное в терминах сеточной функции φi: .2
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Чтобы определить значения функции i
kv  в оставшейся области, следует 

воспользоваться выражением (4), предварительно преобразовав к виду:
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Построенный алгоритм дает удовлетворительное приближение { }ka  к ис-
тинному значению коэффициента a (x), а сеточная функция { }i

kv , nnik ,, −=  
достаточно хорошо аппроксимирует непрерывную функцию y (x, α).

Вопрос о сходимости разностной схемы остается пока открытым. 
На рисунках 1–2 представлены результаты расчетов в системе компьютер-

ной математики Mathcad при a (x) = –4, h =0,2, n = 5.
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Рис. 1. Результаты численного решения обратной задачи (1)–(3)

Рис. 2. Графическая интерпретация численного решения обратной задачи (1)–(3)

Приближенное решение на рисунке 2 представлено пунктирной линией 
(черного цвета), точное решение — сплошной (зеленой) линией. Точность 
при необходимости можно повысить путем уменьшения шага h.

Обратная задача 2. На отрезке [0, T] рассматривается краевая задача:
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В (10)–(11) t ∈ [0, T], x, d, f (t) — n-мерные векторы-столбцы, A, B и C — 
матрицы порядка n × n, причем A (t) и f (t) — непрерывны на отрезке [0, T].

От студентов требуется определить вектор-функцию x (t), непрерывную 
на отрезке [0, T], непрерывно-дифференцируемую на (0, T), удовлетворяю-
щую краевым условиям (11) и дифференциальному уравнению (10).

Введя обозначение x (0) ≡ λ и осуществляя замену искомой функции 
u (t) = x (t) – λ, решение рассматриваемой краевой задачи студенты сводят 
к обратной задаче для системы обыкновенных дифференциальных уравнений:

, 0)0(  , )()()(
 
 

=+λ+= utftAutA
td
ud   (12)

( ) ,)( dTuCCB =+λ+   (13)
т. е. к нахождению пары {λ, u (t)}, удовлетворяющей равенствам (12)–(13).

Полученная обратная задача (12)–(13) эквивалентна исходной задаче (10)–(11) 
в том смысле, что если {λ, u (t)} — решение обратной задачи (12)–(13), то x (t) = 
= λ + u (t) — является решением обратной задачи (10)–(11), и наоборот, если x (t) — 
решение обратной задачи (10)–(11), то пара {x (0), x (t) – x (0)} является решением 
обратной задачи (12)–(13). Алгоритм решения полученной обратной задачи сту-
денты строят в соответствии с методикой, изложенной в работе [1]. Алгоритм ре-
шения этой обратной задачи начинается с того, что путем интегрирования уравне-
ния (12) от 0 до T определяется:

. )( )( )()()(
000
∫∫∫ +λ+=
TTT

tdtftdtAtdtutATu  

Осуществляя его подстановку в краевые условия (13) и предполагая, что 

матрица 







++= ∫

T

tdtAICBM
0

 )(  имеет обратную (det M ≠ 0), студенты полу-

чают уравнение относительно λ:
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Решение обратной задачи (12)–(13) — пару {λ*, u* (t)} студенты ищут 
по следующему алгоритму. За начальное приближение берется
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при .)0(λ=λ
После подстановки )()0( tu  в правую часть уравнения (14) получается:
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а )()1( tu  находится как решение задачи Коши (3) при .)1(λ=λ
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Продолжая итерационный процесс аналогично изложенному, по извест-
ному { })(, )1()1( tu kk −−λ  студенты находят следующее приближение { }. )(, )()( tu kkλ

Достаточные условия сходимости итерационного процесса и однозначной 
разрешимости обратной задачи (10)–(11) студентами устанавливаются путем 
доказательства теоремы 1. Приведем ее формулировку без доказательства.

Теорема 1. Если выполнены условия:
1) для матрицы M существует обратная M–1 и ; )(   )( ttA α≤

2) , 1   )(  1   )( exp
  

00

1 <











α−−








α⋅⋅= ∫∫−

TT
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то обратная задача для системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (12)–(13), а следовательно, и эквивалентная ей двухточечная краевая за-
дача (10)–(11) имеет единственное решение и приведенный выше алгоритм 
сходится.

Вышеизложенный алгоритм дает удовлетворительное приближение к ре-
шению обратных задач для дифференциальных уравнений с параметром 
вида (12)–(13), к которым путем соответствующей замены приводятся крае-
вые задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений. 

В дальнейшем данный алгоритм реализуется студентами в виде програм-
мы в системе компьютерной математики Mathcad. Приведем несколько таких 
учебных обратных задач для обыкновенных дифференциальных уравнений, 
решения которых студентами найдены с использованием Mathcad.

Обратная задача 3. На отрезке [0; 0,5] задана краевая задача:
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Сведя ее к эквивалентной обратной задаче для системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений первого порядка, студенты получают:
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Для полученной задачи все условия теоремы выполняются: , 54,0  ,1)(  ,
22
011

 qtM ==α







−
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α (t) = 1, q = 0,45, поэтому изложенный выше алгоритм сходится. На рисун-
ках 3–4 приведены полученные студентами результаты численных расчетов.
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Рис. 3. Численное решение обратной задачи (17)–(18)

Рис. 4. Графическая интерпретация решения обратной задачи (15)–(16)

Поскольку точное решение рассматриваемой задачи найти не просто, то 
на рисунке 4 для сравнения пунктирной линией приведено ее решение Y (t), 
полученное конечно-разностным методом.

При этом до сведения студентов доводится тот факт, что условия теоремы 
не являются необходимыми. Это означает, что итерационная последователь-
ность при невыполнении этих условий может оказаться как расходящейся, так 
и сходящейся. Для наглядности приведем примеры.

t



 

110 ВЕСТНИК МГПУ ■ СЕРИЯ «ИНФОРМАТИКА И ИНФОРМАТИЗАЦИЯ ОБРАЗОВАНИЯ»

Пример 2. На отрезке [0; 1] рассматривается краевая задача
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которую можно свести к эквивалентной обратной задаче для системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений первого порядка: 
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второе условие теоремы 1 для нее не выполняется. Поэтому итерационный 
процесс, реализованный в программе Mathcad, расходится.

Пример 3. Для заданной на отрезке [0; 0,5] краевой задачи
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даже при невыполнении условий теоремы, итерационная последовательность 
сходится. 

Действительно, осуществляя эквивалентные преобразования, сведем ее 
к обратной задаче для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
первого порядка:
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Возьмем a = 1, z0 = 0, z1 = 1. В этом случае α (t) =1. Непосредственные вы-
числения показывают, что матрица M обратима, но второе условие теоремы 
не выполняется (q < 1). Несмотря на это, итерационная последовательность 
сходится. Результаты расчетов представлены на рисунках 5–6.

Здесь для сравнения приближенного решения y (t) задачи (21)–(22), получен-
ного рассмотренным выше методом, представлено точное решение Yt (t) исходной 
задачи, а также ее решение Yp (t), полученное конечно-разностным методом.

Как видно из сравнительного анализа решений, предлагаемый алгоритм 
дает достаточно хорошее приближение к решению обратных задач для систе-
мы дифференциальных уравнений с параметром вида (12)–(13) и эквивалент-
ной ей системы краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравне-
ний вида (10)–(11) и может с успехом применяться на практике. 
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Рис. 5. Численное решение обратной задачи (21)–(22)

Рис. 6. Графическая интерпретация решения обратной задачи (19)–(20)

В заключение необходимо отметить, что использование для реализации 
вычислительных алгоритмов решения обратных задач для обыкновенных 
дифференциальных уравнений системы компьютерной математики Mathcad 
позволяет студентам наглядно представить вычислительный алгоритм реше-
ния соответствующей обратной задачи, проанализировать его, быстро полу-
чить новые результаты численных расчетов при изменении данных и визуали-
зировать их графически. 

t
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System of Computer Mathematics Mathcad at Teaching University Students 
Inverse Problems for Ordinary Differential Equations

The article expounds the computational algorithms for the solution of some inverse 
problems for ordinary differential equations, which are included in the content of train-
ing of students of physical and mathematical training directions. The results of calcula-
tions of numerical solutions of the corresponding inverse problems in system of computer 
mathe matics Mathcad are given.
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