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В статье излагаются научно-методические аспекты формирования содержания 
специальных учебных курсов, посвященных обратным задачам для дифференци-
альных уравнений и адресованных студентам высших учебных заведений физико-
математических и естественнонаучных направлений подготовки. Для наглядности 
приводятся постановки учебных обратных задач для гиперболических уравнений 
с изложением математических методов их решения. 
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Учебный материал, используемый в процессе изложения теории 
и методологии обратных задач для дифференциальных уравне-
ний, включает сложные математические модели, которыми опи-

сываются разнообразные физические процессы и явления. Материал в боль-
шей степени рассчитан на студентов вузов, обучающихся на физико-мате-
матических или естественнонаучных направлениях подготовки. Поэтому 
при разработке такого содержания обучения должна учитываться профес-
сиональная направленность подготовки студентов (см., напри мер, [2; 3; 5–7; 
12; 14–17; 20; 21]). Обратные задачи для дифференциальных уравнений об-
ладают математическими особенностями (нелинейность, неединст венность, 
некорректность), принадлежат к различным типам (коэффициентные, гра-
ничные, геометрические, эволюционные и другие типы). Кроме того, обрат-
ные задачи для дифференциальных уравнений индиви дуальны, так как ис-
комые функции (коэффициенты дифференциальных уравнений, правые 
части дифференциальных уравнений, начальные или граничные условия и 
др.) могут являться функциями как одномерными, так и многомерными; ис-
точник, инициирую щий изучаемый физический процесс, может моделиро-
ваться различными специальными функциями, в том числе обобщенными 
функциями (например, дельта-функцией Дирака и др.) (см., напри мер, [2; 3; 
7; 20; 21]). В связи с чем при разработке учебного материала целесообразно 
исполь зовать критерии единства учебного материала, научности, системности, 
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нагляд ности, дидакти ческой значимости, методологической значимости и другие 
критерии (см., например, [8; 19; 22]).

В процессе преподавания излагаются методы решения разнообразных 
учебных обратных задач, таких как обратные задачи вычисления неизвест-
ных коэффициентов, правых частей линейных и нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений; одномерные и многомерные обратные задачи 
вычисления коэффициентов, правых частей дифференциальных уравнений 
в частных производных гиперболических, параболических, эллиптических 
и других типов дифференциальных уравнений; численные методы поиска 
решений обратных задач.

На семинарских занятиях студенты, осваивая теорию обратных задач, 
решают различные учебные задачи и задания, например, конструируют 
интеграль ное уравнение, которому удовлетворяет решение прямой задачи; 
доказывают теоремы корректности обратной задачи; поясняют идею поиска 
приближенного решения обратной задачи; выписывают разностный аналог 
обратной задачи для обыкновенного дифференциального уравнения или диф-
ференциального уравнения в частных производных; конструи руют вычис-
лительный алгоритм, при помощи которого может быть найдено прибли-
женное решение обратной задачи, проводят анализ его свойств (сходимость, 
устойчивость и другие свойства), решают и другие учебные задачи и зада-
ния. В качест ве учебного задания студентам может быть предложено пояс-
нить идею доказательства корректности или условной корректности обрат-
ной задачи или, напри мер, по найденному решению обратной задачи сфор-
мулировать логические выводы прикладного или гуманитарного характера 
(см., например, [4; 5; 9–11; 13; 18]). 

На лабораторных занятиях студенты учатся находить приближенные 
решения обратных задач для дифференциальных уравнений при помощи 
компьютер ных технологий, среди которых системы компьютерной мате-
матики Maple, Mathematica, Mathсad, Matlab, обладающие разнообразны-
ми возможностями, в том числе возможностями визуализации полученных 
реше ний.

Остановимся на одном из разделов содержания обучения, посвященного 
обратным задачам для гиперболических уравнений.

Целесообразно студентов познакомить в первую очередь с несложной 
учебной обратной задачей для гиперболического уравнения. При этом же-
лательно пояснить и изложить этапы ее исследования и подробно изложить 
математический метод ее решения. И в дальнейшем изложении учебного ма-
териала рассматривать уже более сложные обратные задачи, решение кото-
рых базируется на ранее изложенном математическом методе. Важно донести 
до сведения студентов тот факт, что при рассмотрении обратных задач в обоб-
щенных постановках (наличие в постановке обратной задачи импульсных 
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источников, смоделированных обобщенными функциями) важно стремить-
ся выделить у решения соответствующей прямой задачи сингулярную часть 
и в дальнейшем исследовать соответствующую обратную задачу, построен-
ную для ее регулярной части. 

В качестве примера приведем несколько постановок обратных задач 
для таких дифференциальных уравнений, вошедших в содержание обучения 
обратным задачам для дифференциальных уравнений, решение которых бази-
руется на использовании общего подхода и на использовании одного матема-
тического метода.

Обратная задача 1 [7]. В области x ≥ 0 вычислить неизвестный коэффи-
циент a (x) дифференциального уравнения гиперболического типа

, )(    
  xxtt UxaU =  , ),(   txUU =  ,0   , 0  )( >> xxa       (1)

при начальных и граничных условиях
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и дополнительной информации о решении прямой задачи (1), (2) вида

.0    , )(  ),0( >= ttftU      (3)

В (3) α — константа, δ (t)  — дельта-функция Дирака.
Для наглядности, вкратце изложим математический метод ее решения. 
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Если выделить у функции V (y, t) сингулярную часть

( ) ( ) ( ) ( ) , ,         , * tyVytytyV +−θλ=  

где ( ) , )0(      ay ⋅α−=λ  а ( ) ( ) ( ) ( ) , ,         , * tyVytytyV +−θλ=  является непрерывной функцией при переходе 
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через поверхность t = y, то относительно регулярной функции ( ) ( ) ( ) ( ) , ,         , * tyVytytyV +−θλ=  ко-
торая совпадает с функцией V (y, t) в случае, когда t > y > 0 можно получить 
задачу

,   ),( ,  )(        
  

DtyVygVV yytt ∈+=  ( ){ },0      ,  >>= yttyD   (6)

( )( ) .0        ,   ),( 0  =+′γ= =yyVVySyyV   (7)

Применяя метод, разработанный В.Г. Романовым (см., например, [7; 20]), 
можно построить интегральное уравнение относительно функции V (y, t):
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и в дальнейшем доказать, что когда заданная функция g (y) из (6) является 
непрерывной функцией, решение интегрального уравнения (8) существует 

и имеет место оценка: ( )( ) const.      
 

≤
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В дальнейшем, применяя стандартный метод (см., например, [7; 20]), 
можно получить интегральное уравнение Вольтерра второго рода относитель-
но функции g (y), как коэффициента уравнения (6):
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В (9), функция W (y, t), которой обозначена функция Vt (y, t), имеет вид:
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Заметим, что дополнительная информация о решении прямой задачи (1), (2) 
в терминах функции V (y, t) принимает вид:
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Опуская громоздкие математические выкладки, сформулируем основные 
теоремы.

Теорема 1. Если ( ) ( )TCtf ,0  2∈  и справедливы соотношения 
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то для малых значений T > 0 решение обратной задачи (6), (7), (11) в клас- 
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Логическим продолжением изложения студентам темы по обратным зада-
чам для гиперболических уравнений является обратная задача, являющаяся 
обобщением обратной задачи (1)–(3). Сформулируем ее.

Обратная задача 2 [7]. В области Rx∈  вычислить неизвестный коэффи-
циент a (x) дифференциального уравнения гиперболического типа
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зная дополнительную информацию о решении прямой задачи (12)–(14) 
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Схема и метод исследования обратной задачи (12)–(15) в основном анало-
гичны вышеизложенному методу решения обратной задачи (1)–(3), поэтому 
у студентов не возникает трудностей в ее решении (см., например, [7; 20]).

Приобретенный опыт решения обратных задач для гиперболических 
уравнений типа (12)–(15) позволяет студентам решать более сложные обрат-
ные задачи, среди которых обратные задачи для системы уравнений Максвел-
ла, конкретные постановки которых могут быть сведены к обратным задачам 
типа (12)–(15). 

Для сокращенности записи изложим краткую схему построения дифферен-
циального уравнения гиперболического типа из системы уравнений Максвелла, 
рассмотренной применительно к конкретной геофизической модели среды.

Рассматривается система уравнений Максвелла [20]:
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Система уравнений (16) рассматривается совместно с начальными усло-
виями
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и условиям непрерывности

 . ) ,0 ,,(  ) ,0 ,,( , ) ,0 ,,(  ) ,0 ,,(
, ) ,0 ,,(  ) ,0 ,,( , ) ,0 ,,(  ) ,0 ,,(
tyxHtyxHtyxHtyxH

tyxEtyxEtyxEtyxE

yyxx

yyxx

−=+−=+

−=+−=+
  (18)

В (17) , )(  )(  )( 
0 
 1 

0 
  

  
tzxhj θδ
















=

→

 δ (z) — дельта-функция Дирака, θ (t) — тета-

функция Хевисайда, 

, 1   ,    , )( exp    )( ) ( 
   

−=== −
−=
∑ ihhikxhxh kk

N

Nk
k   (19)

Зависимость коэффициентов ε, μ, σ в уравнениях (16) только от перемен-

ной z и вид импульсного источника →  
j  из (17) позволяют утверждать 

(см., например, [1]), что 
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E  и 
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Учитывая эти замечания, можно построить относительно Ey дифферен-
циальное уравнение гиперболического типа. Изложим краткую схему тако-
го построения. Система уравнений Максвелла (16) может быть выписана 
шестью уравнениями 
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из которых, учитывая (20), можно получить три уравнения



 

88 ВЕСТНИК МГПУ ■ СЕРИЯ «ИНФОРМАТИКА И ИНФОРМАТИЗАЦИЯ ОБРАЗОВАНИЯ»















θ⋅δ⋅+⋅σ+
∂
∂

⋅ε=
∂
∂

+
∂
∂

−

=
∂
∂

+
∂
∂

⋅µ

=
∂
∂

−
∂
∂

⋅µ

  .)( )( )(            

, 0      

, 0     

tzxhEE
t

H
z

H
x

E
x

H
t

E
z

H
t

yyxz

yz

yx

  (21)

А из (21) относительно Ey несложно получить гиперболическое уравнение 

, ),,(  )(   )(   )/( 1
222 tzxfELEzcEt yyy +=∆−∂∂   (22)

где 

).,( 
)( 
)(   ),,(

, )(   
)()( 

1   
)( 
)(    )(

,      , 
 )()(  

1  )(

21

2

2

2

2

tz
z
xhtzxf

E
z

z
zzz

E
tz

zEL

zxzz
zc

yyy

δ⋅
ε

−=

∂
∂

⋅







µ

∂
∂

⋅
µ⋅ε

−
∂
∂

⋅
ε
σ

−=

∂
∂

+
∂
∂

=∆
µ⋅ε

=

 

Так как функция h (x) имеет вид (19), то из уравнения (22) несложно полу-

чить ) 12( +N  — дифференциальное уравнение гиперболического типа:
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Допуская определенные условия на коэффициенты ε, μ, σ (рассматривая 
различные геофизические модели), из (23) можно получать простейшие урав-
нения типа (12) и в дальнейшем вместе со студентами формулировать модель-
ные обратные задачи с последующим их исследованием.

В процессе выполнения таких учебных заданий студенты не только осваи-
вают теорию обратных задач для дифференциальных уравнений, методоло-
гию исследования прикладных задач, но и приобретают новые знания в об-
ласти прикладной математики и естествознания. Учебные обратные задачи 
обладают научно-образовательным потенциалом и являются дидактическими 
единицами усвоения содержания обучения обратным задачам для дифферен-
циальных уравнений. 
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V.S. Kornilov

Methodical Approach for Structuring Content of the Teaching Inverse Problems 
for Differential Equations

The article sets out the scientific and methodical aspects of the formation of the con-
tent of the special training courses, devoted to inverse problems for differential equations 
and which are addressed to university students of physics and mathematical and natural-
science directions of training. For illustrative purposes, the author provides settings of edu-
cational inverse problems for hyperbolic equations with setting out mathematical methods 
for solving them.

Keywords: inverse problem for differential equations; methods of mathematical 
physics; structuring of content of education; student.


