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Реализация методов вычислительной 
математики при обучении студентов 
обратным задачам для дифференциальных 
уравнений

В статье обращается внимание на то, что при обучении обратным задачам 
для дифференциальных уравнений у бакалавров и магистрантов формируются фун-
даментальные знания в области методов вычислительной математики, при помощи 
которых могут быть исследованы разнообразные прикладные математические зада-
чи. Приводятся постановки учебных обратных задач для дифференциальных уравне-
ний, для исследования которых применяются конечно-разностные методы вычисли-
тельной математики, а также краткая схема их исследования. 
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Основополагающими нормативными документами, содержащими 
требования к реализации образовательных программ подготовки 
в высших учебных заведениях бакалавров и магистрантов, яв-

ляются Федеральные государственные образовательные стандарты высшего 
профессионального образования, утвержденные Министерством образования 
и науки Российской Федерации. Среди таких требований — характеристика 
направления подготовки и профессиональной деятельности, требования к ре-
зультатам освоения образовательных программ, к структуре образовательных 
программ и другие требования. Требования к структуре образовательных про-
грамм включают перечень изучаемых учебных циклов, содержание учебных 
циклов, имеющих базовую и вариативную части. Содержание этих учебных 
циклов включает учебные дисциплины, наличие которых определяется про-
фессиональной направленностью обучения.

Профессиональная направленность обучения бакалавров и магистрантов 
по таким направлениям подготовки, как 231300 — «Прикладная математика», 
010900 — «Прикладная математика и физика», 010400 — «Прикладная ма-
тематика и информатика», 010200 — «Математика и компьютерные науки», 
010800 — «Механика и математическое моделирование», 010100 — «Мате-
матика», 011200 — «Физика» и другие направления подготовки бакалавров 
и магистрантов, определяет перечень математических учебных дисциплин, 
входящих в соответствующие образовательные программы, по которым ве-
дется такое обучение (см., например, [20; 21]).
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Среди таких базовых математических учебных дисциплин: математиче-
ский анализ, функциональный анализ, комплексный анализ, аналитическая 
геометрия, алгебра, методы оптимизации, теория вероятностей и математи-
ческая статистика, дискретная математики и математическая логика, инте-
гральные уравнения, численные методы и другие математические учебные 
дис циплины. Фундаментальные знания по вышеперечисленным базовым 
математическим учебным дисциплинам позволяют бакалаврам и магистран-
там освоить разнообразные методы вычислительной математики, с помо-
щью которых могут быть получены и исследованы приближенные решения 
как обыкновенных дифференциальных уравнений, так и дифференциальных 
уравнений в частных производных, которые также относятся к базовым мате-
матическим учебным дисциплинам.

При помощи методов вычислительной математики бакалавры и магист ранты 
учатся находить приближенные решения разнообразных математических задач, 
в том числе — обыкновенных дифференциальных уравнений и дифференциаль-
ных уравнений в частных производных. Среди таких методов: приближенные ме-
тоды решения обыкновенных дифференциальных уравнений (метод разложения 
в ряд Тейлора, метод Эйлера, методы Рунге-Кутта, методы неопределенных ко-
эффициентов, метод прогонки, метод построения разностных уравнений для за-
дач с разрывными коэффициентами на основе интегрального тождества и др.), 
ва риационные методы математической физики (метод Ритца, метод Галеркина, 
метод наименьших квадратов и др.), методы решения стационарных задач ма-
тематической физики (метод сопряженных градиентов, метод последовательной 
верхней релаксации, итерационный метод Чебышева, метод расщепления, быст-
рое преобразование Фурье, метод циклической редукции, факторизация разност-
ных уравнений и др.), методы решения нестационарных задач математической 
физики (метод стабилизации, метод предиктор-корректор, метод покомпонентно-
го расщепления и др.) (см., например, [1; 5–7; 11; 18; 19]).

Вместе с тем с помощью перечисленных методов вычислительной ма-
тематики успешно исследуются и обратные задачи для дифференциальных 
уравнений, которые в настоящее время преподаются в виде специальных кур-
сов во многих высших учебных заведениях России для бакалавров и магист-
рантов, обучающихся по физико-математическим направлениям подготовки, 
отмеченным выше (см., например, [2–4; 7; 9; 10; 14–16]). Большой вклад в раз-
витие методов исследования обратных задач для дифференциальных уравне-
ний вносят работы А.С. Алексеева, В.А. Амбарцумяна, А.В. Баева, Г. Борга, 
П.Н. Вабишевича, А.О. Ватульяна, В.В. Васина, И.М. Гельфанда, А.М. Де-
нисова, С.И. Кабанихина, М.Г. Крейна, М.М. Лаврентьева, Б.М. Левитана, 
А.И. Прилепко, В.Г. Романова, А.Н. Тихонова, В.А. Юрко, В.Г. Яхно и других 
ученых (см., например, [4; 6; 7; 16; 17; 19]).

Продемонстрируем конечно-разностные методы вычислительной матема-
тики, с помощью которых могут быть исследованы учебные обратные задачи 
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для обыкновенного дифференциального уравнения и дифференциального урав-
нения в частных производных гиперболического типа. Для краткости изложения 
будут приведены постановки обратных задач, применяемый конечно-разностный 
метод и общая схема исследования разностной обратной задачи.

Обратная задача для обыкновенного дифференциального уравнения 
второго порядка. Рассматривается семейство обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка с неизвестным коэффициентом a (x):

, , ,    ,),(    ,0   )(   2

2
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с данными Коши 
Ryy ∈α=αα=αα  ,1    ),( ,1    ),(   (2)

и дополнительной информацией
Rconstxxy ∈α−αϕ=α  , * ,)(  )*,(  . (3)

Обратная задача. Из (1)–(3) вычислить коэффициент a (x).
Студентам предлагается построить вычислительный алгоритм опреде-

ления коэффициента a (x), использую явную и неявную разностную схему 
при аппроксимации обратной задачи конечно-разностными соотношениями.

Случай явной разностной схемы. Студенты прежде всего заменяют 
непрерывную область изменения аргументов x, α сеточной областью

. 1   , ñåòêèøàã       ,1   , ,1   , ,1    ),(  








<<−====Ω hh
h

NNiNkikh   (4)

При использовании явной разностной схемы конечно-разностный аналог 
дифференциальных соотношений (1)–(3) принимает вид:
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В (5)–(8) NikNiffifkvikv iiik
i
k  ,1   , ,1   ,)(  ,  )(,  )( ,  ),(  ==αϕ==β=β=  — сеточ-

ные функции.

Студентам предстоит из (5)–(8) вычислить { } Nkk  ,0   =β  как приближенное 

решение обратной задачи (1)–(3).
Равенство (5) легко выписывается в виде 
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Если положить в (9) 2     ,  −== NiNk  и учесть дополнительную информа-
цию (8), то можно вычислить 1  −βN :

шаг сетки
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В дальнейшем несложные математические выкладки позволяют студен-
там получить следующую формулу определения искомой числовой последо-
вательности kβ :
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В силу краткости изложения дальнейший анализ формулы (11) не приво-
дится.

Случай неявной разностной схемы. Использую неявную разностную 
схему, студенты строят конечно-разностный аналог дифференциальных соот-
ношений (1)–(3):
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Студентам, так же как и в предыдущем случае, нужно построить вычисли-
тельный алгоритм нахождения приближенного решения разностной обратной 
задачи (12)–(15) — вычислить числовую последовательность { } . ,0  Nkk =β

Из (12) следует равенство
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откуда, с учетом (13), (14) и k = i, несложно получить выражение, связываю-
щее iβ  и 1  −i

iv :
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Студенты замечают, что для определения iβ  необходимо знать значения 
лишь 1  −i

iv . Это обстоятельство позволяет организовать студентам последова-

тельно выполнение следующих действий для вычисления iβ .

Вычисление Nβ . В (16) положить i = N и учесть (15):
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Nv  В (16) положить k = N – 1, i = N – 2 и учесть (13)–(15), (18): 
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Вычисление 1  −βN . В (17) положить i = N – 1 и учесть (19):
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Дальнейшие аналогичные действия студентов приводят к построению си-
стемы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) вида

.2 ..., ,2 ,1 ,  2   
2  i 

1  i  −−== −
−
− NNiBYA ii   (21)

В (21) iA  — трехдиагональная матрица:
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где «Т» — знак транспонирования, .2 , 1     ,  1   −=−−= NiiNp
В дальнейшем студентам потребуется находить решение СЛАУ (21). На-

хождение решений подобных СЛАУ часто оказывается некорректной задачей, 
например, когда ее матрица плохо обусловленная. Это требует выбора эффек-
тивного метода решения СЛАУ (см., например, [7; 8]).

Обратная задача для дифференциального уравнения в частных 
произ водных гиперболического типа. Рассмотрим одномерную обратную 
задачу нахождения неизвестного коэффициента уравнения колебания струны, 
вошедшую в содержание обучения обратным задачам [6]:

, )(       UxaUU xxtt +=   (22)

,0   ,0   ,)(   
0   0   

 ≥=ϕ=
==

xUxU
ttt

  (23)

,0   ,0   ,)(  
0   0   

 ≥==
==

tUtfU
xxx   (24)

причем a (x) на [0, T] — существует и .)( Mxa ≤  При этом
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Сформулируем разностную обратную задачу. Найти приближенное 
решение обратной задачи (22)–(24) с использованием разностной схемы.

Прежде всего студенты учитывают, что данная обратная задача является 
неустойчивой (начальные данные )(xϕ  и )(tf  измерены с погрешностью, за-
данной по норме пространства С), и эта неустойчивость будет проявляться 
и должна быть учтена при любых попытках определить a (x) численно. 

Это обстоятельство означает, что прежде чем приступить к построению 
приближенного решения обратной задачи, студентам надо применить разра-
ботанный В.Г. Романовым [16; 17] способ отделения данной неустойчивости 
посредством введения новой функции ttUV    = , которая вместе с a (x) будет 
решением следующей обратной задачи:
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где ,   ,  fg ′′=ϕ′′=η  причем .     ,      ,      MgMM ≤≤η≤ϕ

Теперь студенты приступают к построению конечно-разностного аналога 
обратной задачи (26)–(28). Наряду с областью { }TtxxtxTD      ,0    ) ,(  )( ≤+≥=  
вводится сеточная область
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Пусть ) ,( hh Va  — проекция точного решения задачи (26)–(28) на .)(  TDh  
Тогда компоненты этих вектор-функций связаны соотношениями
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которые получаются при замене производных их разностными аналогами, 
причем второе из условий (27) оказывается излишним после того продолже-
ния g (t) и V (x, t) на полуплоскость t < 0 четным образом. Равенство (32) 
является следствием аппроксимации второго из условий (28) центральной 
разностью и совместного рассмотрения этой аппроксимации с (29) при i = 0.
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Студенты, следуя обычной логике решения прямых задач при помощи 
разностных методов, зная ε-приближения начальных данных, приближенное 
решение ищут как решение ) ,( hh Wq  разностной обратной задачи:
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В (33)–(36) .)(   ),(   ),(    k
k

iiii tggxx =ϕ=ϕη=η
В дальнейшем студенты, применяя схему исследования, изложенную в [6], 

доказывают, что разностная обратная задача (33)–(36) однозначно разрешима 
при выполнении дискретного аналога условия (25):

. ,0      NiBi =∀≥ϕ  

В процессе исследования обратных задач для дифференциальных 
уравнений бакалавры и магистранты оперируют такими фундаментальными 
понятиями вычислительной математики, как дискретизация непрерывной 
прикладной математической задачи, интерполяция сеточных функций, 
сходимость и устойчивость разностной схемы, погрешность аппроксимации, 
вычислительная погрешность, типы задач вычислительной математики, 
и другими понятиями вычислительной математики 

Бакалавры и магистранты приобретают умения и навыки применения све-
дений из теории разностных схем, разнообразных методов вычислительной 
математики, которые им преподавались в учебных курсах математического, 
функционального, векторного анализа, аналитической геометрии, алгебры, 
интегральных уравнений, численных методов и других учебных курсах, осоз-
нают широту их использования в исследованиях прикладных математических 
задач. Успешное конструирование вычислительных алгоритмов нахождения 
приближенных решений разнообразных обратных задач для обыкновенных 
дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных возмож-
но только если студенты обладают фундаментальными знаниями как в обла-
сти теории и методологии обратных задач, так и в области методов вычисли-
тельной математики. 
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V.S. Kornilov

Implementation of Methods of Computational Mathematics 
at Training Students Inverse Problems for Differential Equations

The article draws attention to the fact that during training the inverse problems for dif-
ferential equations at the bachelors and master students the fundamental knowledge is 
formed in the field of methods of computational mathematics by which a variety of applied 
mathematical problems can be studied. The author gives the statements of educational in-
verse problems for differential equations, for the study of which finite-difference methods 
of computational mathematics are used, as well as a brief outline of their research.

Keywords: teaching inverse problems for differential equations; methods of computa-
tional mathematics; bachelor; master student.


